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Abstract:

Frege’s Reform of Logic against the Background of Aristotle’s Theory of the Syllo-
gisms

The text attempts, in a new way, to interpret the transition from Aristotelian syllo-
gistic logic to Frege’s mathematical logic and thus builds on my previous analyses of
Aristotle’s logic. Provided that the proposed interpretation shows itself to be ade-
quate, it can help further develop formal epistemology that I presented in one of my
previous contributions (Kvasz, L., Formalna epistemolégia - budica syntéza. Filoso-
ficky casopis, 64, 2016, No. 6, pp. 951-963). Formal epistemology attempts to emulate,
in epistemology, Frege’s reform of logic. A new understanding of the transition from
Aristotle’s to Frege’s logic will allow us to divide the formalizing epistemology into
several tasks, namely the introduction of relational, compositional and deductive syn-
theses into the language of epistemology, i.e. tasks that correspond to the steps that
Frege undertook in building his logic.
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Tento vyklad je svym zplisobem pokracovanim textu ,Aristotelova sylogis-
ticka logika jako teorie aritmetického typu“? v némz jsme predloZili novou
interpretaci Aristotelovy logiky. Ukézali jsme, Ze konstrukce jazyka sestéva-

1 Clanek je souddsti projektu Lumina Quaeruntur Odemykdni matematiky: vyuka a vzdéldvaci
praxe v habsburskych zemich béhem dlouhého 18. stoleti, fe§eného na Akademii véd Ceské Re-
publiky. Chtél bych podékovat Vitu Gvozdiakovi za pomoc s jazykovou redakci textu.

2 Kvasz, L., Aristotelova sylogistika jako teorie aritmetického typu. Filosoficky casopis, 72, 2024,
&1,5.3-22.
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jictho z prvkd, jako je subjekt, predikat a spona, pomoci niZ Aristotelés for-
muloval teorii sylogismi, je jazykem aritmetického, a nikoli matematického
typu. Z tohoto diivodu se Aristotelova logika nehodi k analyze dikazt eu-
kleidovské geometrie. Cilem tohoto eseje je pokusit se o novou interpretaci
vztahu mezi Aristotelovou (podle nés aritmetickou) logikou a Fregeho ma-
tematickou logikou.

Vojtéch Kolman v této souvislosti napsal: ,Chdpeme-li logiku jako podnik
zabyvajici se otdzkami zdlivodiiovan{ platnosti soudd, ...Aristotelova sylogis-
tika predstavuje dulezity precedens, ktery Frege ,pouze’ jistym zplisobem
upravil a rozvinul. To, Ze v praxi nejsme schopni toto jeho rozsireni z tradi¢ni
logiky odvodit, je pak dano jednoduse faktem, Ze se Frege na rozdil od Aristo-
tela orientoval na jiny isudkovy diskurz, a musel proto zacit ab ovo.”* Problém
odvozeni Fregeho rozsiteni z tradi¢ni logiky navrhujeme nazvat Kolmanovym
problémem. Pfedkladany text je pokusem tento problém vyresit.

V knize Patterns of Change* jsme nebyli schopni rekonstruovat prechod
mezi Aristotelovou a Fregeho logikou kvili nespravnému pochopeni povahy
této zmény. Interpretovali jsme ji jako re-prezentaci, tj. na ¢tyrprvkové skale
velikosti zmény (od nejvétsi — idealizaci, pres re-prezentaci a objektivizaci, az
po nejmensi - re-formulaci) jako zménu druhé velikosti. Takto ostatné hod-
notil svijj ¢in sdm Frege, ktery ve svém eseji ,Funktion und Begriff* popisuje
vyvoj matematiky témito slovy: ,Pohlédneme-li odtud zpétné na vyvoj arit-
metiky, rozpozndme stupnovity vzestup. Nejprve se pocitalo s jednotlivymi
Cisly, s 1, 3 atd. ...Pak se postoupilo déle k obecnéjsim zakonlim, které plati
pro vSechna ¢isla. V tomto vztahu tomu odpovidé prechod k pocitani s pisme-
ny. ...Tim se dospélo ke zkouman{ jednotlivych funkci, aniZ by se toto slovo
pouZzivalo v matematickém smyslu a aniz by se pochopil jeho vyznam. Dalsim
vy$$im stupném bylo poznéni obecnéjsich zdkont o funkcich, a tim i prosaze-
ni umélého vyrazu ,funkce’. V tomto vztahu tomu odpovida zavedeni pismen
jako f, Fk neurcitému naznaceni funkei. ... Tim se dospélo k jednotlivym funk-
cim druhého stupné, aniz by se v§ak uchopilo to, co my nazyvame funkcemi
druhého stupné. Tim, Ze se tak ucinilo, se dosahlo dalsiho pokroku.®

,Dalst pokrok“, zminovany v posledni vété, odkazuje na Fregeho Pojmové
pismo z roku 1879.° Frege tedy svUj prinos logice chapal jako zménu v ramci

w

Kolman, V., Filosofie ¢isla. Praha, Filosofia 2008, s. 163.

4 Kvasgz, L., Patterns of Change. Linguistic Innovations in the Development of Classical Mathema-
tics. Basel, Birkhduser Verlag AG 2008.

5  Frege, G., Funktion und Begriff. In: tyz, Funktion, Begriff, Bedeutung (1891). Cesky pFeklad Jifiho Fia-
ly in: Frege, G., Logickd zkoumdni. Zdklady aritmetiky. Praha, Oikoymenh 2012, s. 55-78; zde s. 77.

6 Frege, G., Begriffsschrift. Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Den-

kens (1879). Hildesheim, Georg Olms 1993. Cesky preklad Jifiho Fialy: Pojmopis. Formulovy jazyk

cistého mysleni po vzoru formulového jazyka aritmetiky. Praha, Oikoymenh 2012. Fregeho Be-

griffsschrift budeme oznacovat jako Pojmové pismo, coz podle naseho ndzoru Iépe odpovidd

vyznamu Fregeho nazvu nez Pojmopis, jak dilo nazval prekladatel.
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matematiky, jako prechod od jazyka diferencidlnfho a integrélniho poctu
k jazyku predikatového poctu, ktery je analogicky prechodu od jazyka arit-
metiky k jazyku algebry nebo od jazyka algebry k jazyku diferencidlniho a in-
tegralniho poctu. Proto jsme vznik predikatového poctu interpretovali jako
zmeénu, které se odehrala v rdmci jazyka matematiky a ptinesla nartst jeho lo-
gické, expresivni, explanatorni a integrativni sily.” Predpokladali jsme, Ze po-
kud nékdo rozumél podstaté Fregeho prace, byl to pravé on sdm. Stejné jsme
Fregeho revoluci chapali i v ¢lanku ,Formalna epistemoldgia — buduca synté-
za“® kde jsme predloZili projekt formaln{ epistemologie zaloZeny na myslen-
ce, Ze Fregeho revoluci je moZzné napodobit také v epistemologii.

Jonathan Barnes charakterizoval vztah mezi Aristotelovou a Fregeho lo-
gikou slovy: ,KdyZ se Frege rozhodl zavrhnout subjekty a predikaty a zacit
novy Zivot s argumenty a funkcemi, tvrdil, Ze subjekty a predikaty jsou jed-
ny z mala nevhodnych pojmf, které gramatika vnutila logice. Netvrdil, Ze
subjekty a predikaty jsou predméty jako flogiston a svételny éter; byl si vSak
jisty, Ze jsou to prinejmensim prvky vhodné vyhradné pro zrak gramatika.”
Barnesova metafora odpovida naSemu ptivodnimu pojeti fregovské revoluce.

Postupné jsme vSak dospéli k zavéru, Ze vyklad Fregeho revoluce, k némuz
se hlasi Frege i Barnes, neni dostate¢né radikalni. Aristotelova a Fregeho lo-
gika se lisi zdsadnéjsim zplsobem, nez je re-prezentace - 1isi se ve zplisobu
idealizace. Hlavni tezi naseho predchoziho ¢lanku' bylo tvrzeni, Ze Aristote-
lova sylogistickd logika md bliZe k poctiim nez k matematice. To znamena, Ze
Aristotelovu sylogistickou logiku od matematické logiky déli zména zéasad-
néjsi povahy, nez je zména zplisobu symbolické reprezentace jejiho predmeé-
tu. K pochopenti této skute¢nosti nas privedl podtitul Fregeho préace Begriffs-
schrift,! ktery zni: Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des
reinen Denkens (Formulovy jazyk Cistého mysleni vytvoreny podle vzoru for-
mulového jazyka aritmetiky). Modelovat logiku podle vzoru aritmetiky jsem
osobné vzdy povazoval za zvlastni. ,Kdybych ja mél napsat Begriffsschrift”,?
jako podtitul bych volil vyjadteni typu Jazyk cistého mysleni vytvoreny po-
dle vzoru jazyka eukleidovské geometrie. Pokud bychom totiz hledali kanon
logického uvaZovani, z néhoZ se matematici po desitky generaci ucili, co je
to dikaz, pak by to byly pravé Eukleidovy Zdklady. Chapat pocty jako model

7 Kvasz, L., Patterns of Change. Linguistic Innovations in the Development of Classical Mathematics,
c.d., s. 67-76.

8 Kvasz, L., Formalna epistemoldgia — budtica syntéza. Filosoficky ¢asopis, 64, 2016, €. 6, s. 951-963.

9 Barnes, J., Truth, etc. Six Lectures on Ancient Logic. Oxford, Clarendon Press 2007, s. 93.

10 Kvasz, L., Aristotelova sylogistika jako teorie aritmetického typu, c.d.

11 Frege, G., Begriffsschrift. Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Den-
kens, c.d. Cesky preklad Ji¥iho Fialy: Pojmopis. Formulovy jazyk ¢istého mysleni po vzoru formu-
lového jazyka aritmetiky, c.d.

12 Samozrejmé jsem si védom neadekvatnosti takovych ambici, proto zde uZivdm uvozovky.
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¢istého mysleni se zd4 skandélni. Ukolem, ktery pied nami stoji, je proto
pochopit, jak je mozZné, Ze si Frege v rozporu se v§im, co se z hlediska déjin
matematiky jevi jako rozumné, spravné a prirozené, zvolil za model logiky
aritmetiku.’®

1. Povaha Fregeho reformy logiky

Pri praci na knize Descartes Nikétés* jsme vypracovali interpretaéni pro-
stredky, které umoznuji pochopit, Ze Fregeho revoluce v logice® je zasadnéjsi
zménou, nez jak ji chapal sdm Frege a neZ jak jsme ji chapali v knize Patterns
of Change. Pti prechodu od aristotelské sylogistické logiky k moderni mate-
matické logice se zménil celkovy charakter jazyka, jehoZ prostfednictvim je
logika budovana, tj. povaha jeho relacni, skladebni a deduktivni syntézy,"® a ni-
koli pouze logicka, expresivni, explanatorickd nebo integrativni sila, s niz
jazyk tyto syntézy provadi. Ze se novy vhled do Fregeho logiky zrodil pti
praci na textu o Descartovi, neni prekvapivé. Leibnizv projekt univerzdlni
charakteristiky vznikl pti reformé Descartovy mathesis universalis. Descartes
formuloval mathesis algebraicky. KdyZ Leibniz objevil diferencialni a integ-
ralni pocet, uvédomil si, Ze ma v rukou néstroj, ktery je mnohem mocné¢jsi
nez algebraicky pojatd mathesis.” Nebyl by to vsak Leibniz, kdyby zlstal u di-
ferencidlniho a integralniho poctu a nepriSel s projektem jeSté obecnéjsi-

13 Frege povaZoval geometrii za syntetickou, zatimco aritmetika byla podle néj analytickou dis-
ciplinou, redukovatelnou na logiku. S timto presvédcenim jist& souvisi i jeho uprednostnéni
aritmetiky na ukor geometrie. Aritmetiku vSak nelze na toto presvédceni redukovat nebo po-
moci néj vysvétlovat. Pocty jsou z logického hlediska trividlni, bandini a nezajimavé - nebo
se tak alespor matematik(im jevily, dokud Frege neukdzal, Ze opak je pravdou. Viz Frege, G.,
Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische Untersuchung tber den Begriff der
Zahl (1884). Hrsg. von Ch. Thiel. Hamburg, Felix Meiner Verlag 1998. Cesky preklad Jitiho Fialy
in: Logickd zkoumdni. Zdklady aritmetiky, c.d., s. 143-261.

14 Kvasz, L., Descartes Nikétés. Praha, Filosofia 2021.

15 Fregeho reforma logiky je v literatufe ¢asto ozna¢ovana jako revoluce. (Viz napft. Gillies, D., The
Fregean Revolution in Logic. In: tyZ (ed.), Revolutions in Mathematics. Oxford, Clarendon Press
1992, s.265-306.) V zdsadé s timto ndzorem souhlasime. To, co se v logice odehralo pod vlivem
Fregeho préce, bylo bezpochyby revoluci. Byla to v3ak revoluce ponékud zvlastni — dvacet let
si ji nikdo nevsiml. KdyZ budeme psét o dé&jindch matematiky, budeme Fregeho ¢in oznacovat
za revoluci. Pri vykladu Fregeho text( se ndm v3ak zda adekvatnéjsi mluvit o reformé. Mozna
v tom ale zadny rozpor neni, vzdyt'i Kuhn dal jedendcté kapitole své slavné knihy The Structure
of Scientific Revolutions (1962) nazev ,,Neviditelnost revoluci®. Viz Kuhn, T., Struktura védec-
kych revoluci. Prel. T. Jeni¢ek. Praha, Oikoymenh 1997.

16 Viz Kvasz, L., Aristotelova sylogistika jako teorie aritmetického typu, c.d. Na s. 7-10 jsou tyto
pojmy popsany.

17 Rozdil mezi Descartovou algebraicky pojatou mathesis a Leibnizovym diferencidlnim a inte-
gralnim poctem je patrny v moderni fyzice. Celd moderni fyzika byla vytvorena pomoci Leibni-
zova nastroje, nebot’ Descartova algebraicka mathesis nestaci potfebam matematické fyziky,
nenf dostatecné univerzdini.
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ho jazyka, ktery by prekrocil i hranice diferencidlniho a integralnfho poc¢tu
smérem ke zcela obecné manipulaci se symboly. Ale pravé kvili naprosté
obecnosti Leibniz nedokazal dat svému projektu univerzdini charakteristiky
jasnéjsi obrysy.

Fregeho vyznam spocivd mimo jiné v tom, Ze objevil zplisob, jak vymezit
jakousi stfedni polohu mezi pravidly umoZziujicimi zcela obecné transfor-
mace symbold, o nichz snil Leibniz, a pravidly diferencidlniho a integrédlnfho
poctu, kterd jsou stdle omezena na funkce vyjadrujici veli¢iny: pravidla za-
chovdvajici pravdivostni hodnotu vyrokii. Tedy ne zcela obecna pravidla, ktera
popsali az Godel, Turing nebo Church. Frege nadel mezistupen mezi infinite-
zimélnim poctem a zcela obecnym jazykem teorie algoritmd. Pravidla dife-
rencidlniho a integralniho poc¢tu (které objevil Leibniz) zachovavaji pravdi-
vost vyroki. Trida pravdivost zachovavajicich transformaci se v8ak pravidly
diferencialniho a integralniho po¢tu nevycerpava. Fregeho revoluce je usku-
te¢nénim Leibnizova snu o radikalnim zobecnéni Descartovy mathesis uni-
versalis. Neprimo, prostfednictvim Leibnize, byl proto Descartes a jeho pro-
jekt univerzalni matematiky pro Fregeho klicovy.

V ¢lanku ,Aristotelova sylogistika jako teorie aritmetického typu“® jsme
ukézali, Ze Aristotelova logika je teorif aritmetického typu, zatimco Fregeho
logika je teorii matematického typu, coZ znamend, Ze vznik Fregeho logi-
ky je na Ctytstupniové $kéle jazykovych zmén zménou nejvyssiho stupné -
idealizaci. To ndm poskytuje ramec, ktery umoziuje rekonstrukci pfechodu
od Aristotelovy k Fregeho logice. Tento ramec se skladé z péti pojmu: feno-
mendlni redukce, relaéni syntéza, ontologickéd redukce, skladebni syntéza
a deduktivni syntéza. Musime tedy popsat, jak Frege zménil fenomenalni re-
dukci, jak zavedl novy druh rela¢ni syntézy, jak zavedl ontologickou redukci
a skladebni syntézu, a kone¢né jak zménil deduktivni syntézu logiky.

Fregeho a Barnesova interpretace Fregeho revoluce sice neni dostate¢né
radikalni, ale je vécné opravnéna. Frege vytvoril v matematice novou repre-
zentaci, kterd zmeénila logickou, expresivni, explanatorni a integrativni silu
jejiho jazyka. Takovy popis Fregeho inovace vsak zachycuje pouze to, ¢im se
jazyk jeho logiky lisi od jazyka diferencialniho a integralniho poc¢tu.”® Na-
vzdory své faktické spravnosti je ale takovy vyklad pro pochopeni prechodu
od Aristotela k Fregovi nedostate¢ny. Takové pojmy jako logicka, expresivni,
explanatorni nebo integrativni sfla jazyka neumoZziiuji pochopit podstatu

18 Kvasz, L., Aristotelova sylogistika jako teorie aritmetického typu, c.d.

19 Leibnizovsky kontext byl pro Fregeho jisté dllezity, nebot to byl pravé Leibniz, kdo se po-
kusil vytvorit logiku jako univerzdini charakteristiku. Jak jsme uvedli, Fregeho reformu logiky
Ize povaZzovat za uskutecnéni tohoto Leibnizova snu. Kromé tohoto koncep¢niho aspektu byl
leibnizovsky kontext pro Fregeho dulezZity i v technickém smyslu, nebot’ pojem funkce, ktery
byl kli¢ovym ndstrojem Fregeho reformy, pochdzi od Leibnize.
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této zmény. Prechod od Aristotelovy logiky k logice Fregeho Ize pochopit
teprve tehdy, kdyZ tento prechod chapeme jako zménu relacni, skladebni
a deduktivni syntézy jazyka, priCemz tyto syntézy jsou u Aristotela interpre-
tovany jako aritmetické a u Frega jako matematické.

Tento pohled na vztah mezi Aristotelovou a Fregeho logikou se zda byt
prirozeny. UvaZujme nejprve relacni syntézu, tj. zplisob, jakym jazyk vytvari
elementédrni vztahy. U Aristotela jsou zédkladem rela¢ni syntézy dva pojmy
A a B, které v jeho logice vstupuji do ¢tyt moznych vztaht: kazdé A je B, né-
které A je B, Zddné A neni B nebo nékteré A neni B. To pfipomind vztahy, kte-
ré mohou existovat mezi dvéma ¢isly. Cislo a miiZe byt mensi nez b, miize byt
rovno b nebo muize byt vétsi neZ b. Aristotelova logika ma tedy, stejné jako
elementérni aritmetika (tj. po¢ty) omezeny arzenal relaci, do néhoz rela¢ni
syntéza zasazuje jeji prvky. Naproti tomu rela¢ni syntéza eukleidovské geo-
metrie pracuje s velkym mnoZstvim relaci elementarnich objektd, kterymi
jsou body, primky a kruznice. Dvé ptimky v roviné mohou byt bud rovno-
béZné, nebo se mohou protinat. Jedna miize byt na druhou kolmé; miize
s ni svirat Ghel 72 stupiifi, jako strana a thlopticka pravidelného desetitihel-
niku (vedena stfedem); nebo miiZze svirat Ghel 60 stupiiti, jako dvé strany
rovnostranného trojuhelniku; nebo Gihel 45 stupiili, jako strana a thlopticka
¢tverce; nebo 30 stupnd, jako thel, v némz se setkavaji strana a vyska v rov-
nostranném trojuhelniku. Pfimka mize protinat kruznici ve dvou bodech
a muze, ale nemusi prochézet jejim stfedem, muze se ji dotykat v jediném
bodé€ nebo muize leZet zcela mimo ni. Vidime tedy, Ze rela¢ni syntéza jazyka
geometrie je mnohem bohatsi nez relaéni syntéza jazyka aritmetiky nebo
Aristotelovy logiky. V geometrii musime rozliSovat vySe uvedené pripady
a také mnoho dalsich, protoze kazdy z nich mé pro matematicky diikaz jiné
duasledky.

Ve Fregeho logice neni elementarni vyrok dan dvojici pojml A a B, ale
vztahem funkce a jejich argumentt. Pfitom kazdy z uvedenych vztahd mezi
elementarnimi objekty jazyka geometrie 1ze pomoci jazyka analytické geo-
metrie zapsat jako vztah funkce a jejich argumentt (tj. rela¢ni syntéza jazyka
Fregeho logiky je alespon tak bohata jako rela¢ni syntéza jazyka eukleidov-
ské geometrie). VySe uvedené vztahy nelze vyjadrit prirozenym zptsobem
pomoci subjektu a predikatu, protoZe byt kolmy na primku b neni vlastnosti
primky a, ale vlastnosti vztahu obou ptrimek.

Podobné: kdyz se podivame na skladebni syntézu, tedy na to, jak jazyk spo-
juje prvky pti popisu slozitych situaci (nebot jednou z hlavnich roli jazyka
je umoznit kognitivni uchopeni toho, co je slozité), zjistime, Ze Aristotelova
logika ve skute¢nosti Zddnou skladebni syntézou nedisponuje. Kazdy vyrok,
s nimz se v teorii sylogismil setkdvame, je spojenim jediného subjektu s je-
dinym predikatem. Aristotelés ve své logice zadné slozené propozice neana-
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lyzuje. A to je v souladu s povahou jazyka aritmetiky (tj. po¢t). Stejné jako
v Aristotelové sylogistice neexistuji sloZené propozice, neexistuji ani v ele-
mentarni aritmetice Zadna ,slozena” &isla. Cislo maze byt velké, ale to zna-
mend pouze nahromadéni velkého poctu jednotek. Aritmetika nezna Zadné
sloZené ¢islo.

Naproti tomu Frege v Pojmovém pismu? analyzuje propozice se znacnou
skladebni komplexnosti. A¢koli pouziva pouze tfi operace (negaci, implika-
ci a kvantifikaci), kombinuje je, a dokazZe tak tvorit slozité formule. A ve slo-
Zitosti svych formuli je Fregeho logika ptfibuznd geometrii - staci si vzit
konstrukce z Eukleidovych Zdkladii. Z hlediska skladebni syntézy je tedy
Aristotelova logika ptribuzné poctlim, zatimco Fregeho logika je pribuznd
matematice.

A koneéné: v deduktivni syntéze nachdzime podobné rozdily. Dlikazy pod-
1éhaji v Aristotelové logice jednoduchym pravidltim, ktera se ve sttedovéku
nazyvala conversio, muta, per accidenns a simpliciter. Pomoci téchto pravi-
del 1ze redukovat mod sylogismu na sylogismus prvni figury. Prvni pismeno
stredovékého nazvu sylogismu udévalo, na ktery sylogismus prvni figury je
dany mod redukovatelny (mod Cesare je redukovatelny na Celarent, zatimco
mod Bocardo je redukovatelny na Barbara). Pismeno za prvni samohlaskou
oznacovalo zptisob redukce, napt. mod Bocardo obsahoval ¢, coZ znamenalo,
Ze bude pouZito conversio, kterym bude Bocardo redukovano na Barbara.”
Tato téméf mechanicka kodifikace diikazt je paralelni s jednoduchymi pra-
vidly poc¢itani. Naproti tomu diikazy Fregeho systému nelze prevést na me-
chanicky postup. Podivadme-li se na formuli vyrokového poctu, jako je a - a,
nenfi jasné, jak mame pti dokazovani postupovat.

2. Pfechod od Aristotelovy logiky k logice Fregeho jako zména zptso-
bu idealizace

KdyzZ jsme si uvédomili, Ze prechod od Aristotelovy k Fregeho logice zahrnuje
zménu relacni, skladebni a deduktivni syntézy, stal se pfechod od Aristotelovy
k Fregeho logice srozumitelnym. Nesmime v3ak zapominat, Ze zmény v re-
la¢ni, skladebni a deduktivni syntéze jsou spojeny se dvéma druhy redukce.
Rela¢ni syntéza souvisi s fenomenalni redukci a skladebni syntéza s redukci
ontologickou. To znamend, Ze musime pochopit, jak Frege zménil relaé¢ni,
skladebni a deduktivni syntézu p¥i prechodu od sylogistické logiky k mate-
matické logice, a ddle, jak zménil fenomendlni a ontologickou redukci, které

20 Frege, G., Begriffsschrift. Eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Den-
kens, c.d.
21 Beaney, M., Frege Making Sense. Landon, Bloomsbury Academic Press 1996, s. 272.
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jednotlivé druhy syntézy umoziuji.?2 Posloupnost vedouci od zmény fenome-
nélni redukce a rela¢ni syntézy pres zménu ontologické redukce a skladebni
syntézy ke zméné deduktivni syntézy predstavuje zakladni etapy Fregeho
revoluce v logice.

2.1 Zména fenomenalni redukce

Fenomendalni redukci rozumime nahrazeni jevii dané oblasti jejich reprezen-
taci. Predmétnou oblast urcité discipliny tvoti soubor jevi, které dany obor
studuje. Chceme-li tedy objasnit povahu fenomenalni redukce aristotelské
logiky, musime si zadkladn{ jevy, které tato teorie popisuje, tj. pojmy, soudy
aargumenty, predstavit tak, jak existovaly predtim, neZ je Aristotelés popsal
v Topikdch a v Prvnich analytikdch.? V tomto prispévku neni dostatek mista
na detailni rekonstrukci chapani pojmu, soudii a argumentt v fecké filosofii
pred Aristotelem. Sta¢i nicméné poznamenat, Ze zasazeni pojmua do hierar-
chického systému roda a druht, vyklad soudu jako spojeni subjektu a pre-
dikétu a vyklad argumentu jako spojeni t¥i pojmi v sylogismu jsou zmény,
které predstavuji fenomendlni redukci Aristotelovy logiky. Aristotelés redu-
koval zptlsob, jakym spontdnné myslime a argumentujeme, na urcity for-
malni systém.

V pripadé aritmetiky mé fenomenalni redukce podobu pocitani, které re-
dukuje objekty pomoci jednotky na ¢isla. KdyZ pocitdme déti na htisti, na-
misto Zuzanka, Anicka a Alex fikdme jedna, dvé, tfi. I pres rozdily v pohlavi,
vySce a barveé vlastli pti pocitani redukujeme déti na jednotky. V Aristotelové
logice vede fenomenalni redukce k subjekt-predikatové stavbé soudu. To, co
v logice oznacujeme jako subjekt (napt. Anicka), podfazujeme p¥i pocitani
pod predikat (v naSem ptipadé dité). Akt redukce, ktery umoziiuje zapocitat
Ani¢ku pfi pocitani déti, a akt redukce, ktery umoziiuje vyslovit soud ,Anic-
ka je dité”, jsou analogické. Jde o fenomenalni redukci aritmetického typu, pti
niz na zdkladé pritomnosti urcitych charakteristickych ¢rt pocitdme nebo zara-
zujeme objekt do prislusné tridy.

Frege nahradil Aristotelovu subjekt-predikatovou formu soudu analyzou
soudu na funkci a jeji argumenty. Je ziejmé, Ze pravé subjekt-predikatova

22 Jazyk matematiky, na rozdil od jazyka fyziky, nema kauzalni redukci. KauzdIni redukci zaved|
Newton, kdyz veskeré pisobeni vylozil jako plsobeni sil. V matematice kauzalni redukce ne-
existuje a deduktivni syntéza je pfimo napojena na skladebni syntézu. Eukleidés mezi skladeb-
ni a deduktivni syntézu nevkladd Zadnou redukci.

23 Zde moznd rozsifujeme pojem fenoménu, kdyz za fenomény povazujeme také pojmy, soudy
a argumenty, jez spontdnné vznikaji v diskurzivni praxi urcité kultury. Bézné jsou fenomény
chapény jako vdzané na smyslové vnimani (nej¢astéji vizudlnf). Chceme-li v§ak pochopit na-
priklad vznik algebry (nebo logiky), neni izka vazba na smyslové vnimani (zejména vizualnf)
na miste.
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struktura soudu znemoznila aristotelské logice analyzovat véty Eukleidovych
Zdkladii. Napriklad v Pythagorové vété: V pravotihlych trojiihelnicich se obsah
Ctverce nad stranou protéjsi pravému tihlu rovnd obsahtim ctvercii nad strana-
mi svirajicimi pravy tihel,** mliZe Aristotelova logika zvolit pravotihlé trojuhel-
niky za subjekt a zbytek za predikat. Pythagorova véta se viak tyké vztahu
tri ¢tverct a Aristotelova logika neumoziiuje tyto vztahy vyjadrit, protoZze jeji
fenomenalni redukce je aritmeticka, a nikoli matematicka - v§ima si charak-
teristickych ¢rt predméta, nikoli vzajemnych vztaha jejich ¢asti.

2.2 Zména relacni syntézy jazyka

Smyslem fenomenélni redukce je umoznit zavedeni rela¢ni syntézy. Kdyz
jsou jevy redukovany na své reprezentace (at uZ na jednotky, nebo na subjek-
ty a predikaty), oteviraji se bohat$i mozZnosti popisu vztahli mezi reprezen-
tacemi, nez jaké existuji pti obvyklém pristupu k fenomenalni oblasti. Napri-
klad béZnym pohledem nejsme schopni porovnat pocet zapalek, jezZ vypadly
ze dvou krabic pohozenych vedle sebe na podlaze. Neni v§ak problém spoci-
tat obé hroméadky zédpalek a pak porovnat takto ziskané ¢isla. Redukce feno-
ménu mnohosti na ¢islo umoZznuje korelovat dva jevy (dvé hromadky zépalek
rozhazené vedle sebe), které nemiiZeme porovnat béZnym pohledem. Podob-
né redukci soudu na jeho subjekt-predikatovou formu otevird Aristotelova
logika moZnost podrobit subjekt kvantifikaci. To je duleZity krok. RozliSeni
obecnych a ¢aste¢nych soudt je zdkladem Aristotelova logického ctverce,
ktery mimo jiné ukazuje, Ze k vyvraceni obecného kladného soudu (Kazdy
kiifi je hnédy) nemusime dokazovat obecny zaporny soud (Zadny ki neni
hnédy), ale staci dokazat ¢astecny zaporny soud (Néktery kit neni hnédy).
Subjekt-predikatova stavba soudu tak pomoci kvantifikace obohacuje relac-
ni syntézu jazyka o vztahy, které vystupuji v Aristotelové logickém ¢tverci.

Fregeho nahrazeni fenomenalni redukce aritmetického typu, kterd si
v§ima pouze jedné charakteristické ¢rty jevl (tu, jejiz nositele pocitame),
fenomenalni redukci matematického typu, ktera si v§ima vice prvki a jejich
vztahtl, ma zasadni vyznam pro rela¢ni syntézu. Frege nahradil monadickou
kvantifikaci Aristotelovy logiky (kterou lze z Fregeho pohledu charakterizo-
vat tim, Ze kvantifikujeme pouze jeden argument, a to subjekt) polyadickou
kvantifikact, ktera umoziuje kvantifikovat jakoukoli proménnou. Tato zmé-
na uvedla kvantifikaci do souladu s praxi matematiky, kde byva v jedné pro-
pozici vice kvantifikatort.

24 Sir, Z. (ed.), Recké matematické texty. Recko-Ceské vydani. Prel. R. Masek - A. Smid. Praha,
Oikoymenh 2011, véta |, 47, s. 131.
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2.3 Zména ontologické redukce

Ontologicka redukce jazyka matematiky prinasi nahrazen{ urcité komplex-
ni konfigurace jeji konstrukci. Spociva v zavedeni elementérni Grovné po-
pisu (v ptipadé Eukleidovych Zdkladii sestavajici z bod{, Gsecek a kruznic),
na kterou odkazuji postulaty. Po¢ty neznaji ontologickou redukci. Pti poci-
tani nemame Zadnou ontologickou troven popisu, odliSnou od trovné feno-
mendlni, kterd by byla zdkladem konstrukce ¢isel. MliZeme pocitat cokoli,
aniZ bychom se museli opirat o spole¢nou ontologii poc¢itanych jevi. Absence
ontologické redukce se v Aristotelové logice projevuje v tom, Ze elementarni
soud ma podobu spojeni dvou pojmi, naptiklad Kiiri je savec, a navazuje na fe-
nomenalni redukci vypovédi na subjekt a predikat. V disledku toho Aristo-
telova logika obsahuje operaci inverze soudu, kdy z véty Néktery kiiri je savec
vzniké véta Néktery savec je kuin.

Na rozdil od Aristotela zavadi Frege ve své logice ontologickou redukci
a prechazi od spojeni dvou pojmu (tak akt predikace chape Aristotelés) k pre-
dikaci chapané jako vztah pojmu a jména predmétu, ktery je prvkem onto-
logického rozvrhu skutec¢nosti. Frege povazuje elementarni propozici nikoli
za vztah dvou pojmil (tj. vztah ontologicky neukotveny), nybrz za vztah poj-
mu a jména (tj. vztah ontologicky ukotveny ve tiid€ objekt, k jejimZ prvkiim
se jméno vztahuje).

2.4 Zména skladebni syntézy jazyka

Pti pocitani nés zajima pouze to, zda pfedmét pfed nami je nositelem znaku,
podle kterého urcujeme, zda néco je, ¢i neni jednotkou. Skladebni syntéza,
tj. to, jak se z jednotek (tj. elementarnich objektli jazyka poctl) generuji slo-
Zené objekty, tj. ¢isla, tedy navazuje na fenomenélni redukci. Skladebni syn-
tézu jazyka poctQ, tj. s¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni, 1ze prevést na ope-
raci pripocitdni nebo odecteni jednotky. Tvorba soudu v Aristotelové logice
ma velmi blizko k pocitani. Aristotelova logika je teorif aritmetického typu,
coZ se projevuje tim, Ze Aristotelova logika nemd ontologickou redukci, a proto
jeji skladebni syntéza navazuje ptimo na relaéni syntézu, na spojeni subjektu
a predikatu. Vyroky se dé€li na pozitivni (A je B) a negativni (A neni B). Slova
JJe’ a neni” se nazyvaji spony, pri¢emz ve variaci spony lze spatfovat ndznak
skladebni syntézy. Spona spojuje pojem A s pojmem B - a toto spojeni miZe
byt pozitivni nebo negativni; zaleZi jen na tom, zda objekty A pocitame k ob-
jektlim B, nebo ne.

Frege zavedl ontologickou redukci, kdyz za elementarni vyrok povazoval
propozici P@a), slozenou z predikatu P a jména a. To vedlo k novému chapani
negace, tedy k pojeti, vnémz jsou vSechny elementarni vyroky pozitivni a ne-
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gace se stava logickou spojkou popirajici celé tvrzeni. Aristotelovo ,,A neni B
Frege nahrazuje tvrzenim ,Neni pravda, Ze A je B“. Negace se tak pripojuje
k polyadické kvantifikaci. Dal§im prvkem, ktery Frege pridava, je pak impli-
kace.

Kvantifikace, negace a implikace spole¢né umoziuji vytvorit fadu formu-
li, které ilustruji skladebni syntézu Fregeho logiky. Vétu ,Kazdy kan je sa-
vec”, kterou Aristotelés povazZoval za vztah dvou pojm1, Frege analyzuje jako
(VXK X)=5()), tedy pro kazdy predmét x plati, pokud je x kin, pak je x sa-
vec. Tam, kde Aristotelés vidél elementdrni vyrok, tj. dale neanalyzovatelné
spojeni dvou pojmd, Frege vidi vyrok sloZeny ze dvou elementarnich vyroku
(jeden vyrok je K (%), druhy je S(X)) spojenych implikaci.

2.5 Zména deduktivni syntézy jazyka

KdyzZ chce aristotelik dokazat néjakou obecnou vétu, napriklad Ze Kazdé A je
B, hled4 ,stfedni ¢len®, tedy néjaké C, pro které by bylo mozné dokazat jed-
nak, Ze ,Kazdé A je C*, a také Ze ,Kazdé C je B*. Pak mliZe pomoci sylogismu
prvni figury prvniho modu dospét k tomu, Ze ,Kazdé A je B*. Aristotelo-
va logika nas tedy vede k hledani prosttedniho ¢lenu. Je zajimavé porovnat
Aristoteltiv postup s deduktivn{ praxi Eukleidovych Zdkladii. KdyZ chce Eu-
kleidés dokazat obecnou vétu, voli v prvnim kroku diikazu, ktery se nazyva
ekthesis, konkrétni geometricky reprezentant. Napriklad v dikazu véty I. 47
pise: ,Méjme pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem BAC, tvrdim, Ze
¢tverec nad BC se rovnd ¢tverciim nad BA a AC.“»

Eukleidés tedy zvoli konkrétni objekt (nikoli obecny pojem), a teprve o ném
dokazuje, Ze mé vlastnost, kterou vyslovil pro viechny pravouhlé trojuhelni-
ky. Eukleidés tedy uz 21 stoleti pfed Fregem pochopil, Ze k dlikazu, Ze kazdé
A je B, staci dokazat, Ze kazdé x, které je A, je také B. Za timto tucelem zvolil
konkrétni a, které je A, a snaZil se o ném dokézat, Ze je také B. Pokud nepo-
uZzil Zadnou specialni vlastnost objektu a, 1ze a v diikazu nahradit libovol-
nym b, které je také A, takZe véta plati obecné. JiZ Eukleidés tedy chépal, Ze
to, co Aristotelés povazoval za elementéarni, dile nerozloZitelny vyrok ,Kaz-
dé A je BY, je ve skute¢nosti vyrok sloZzeny z vyrokd ,a je A, respektive ,a je B,
spojenych vztahem vyplyvéni, presné tak jako tvrdi Frege.

V poctech ma deduktivni syntéza jazyka podobu kalkulativnich pravidel,
ktera spojuji jednotlivé kroky do uceleného vypoctu. Pomoci nich postupu-
jeme od zadani k feSeni. V matematice ma naopak deduktivni syntéza podo-
bu pravidel usuzovani, ktera spojuji jednotlivé kroky logické argumentace
do celku deduktivniho diikazu. KdyZ tvrdime, Ze jazyk poc¢tti ma deduktivni

25 Sir, Z. (ed.), Recké matematické texty, c.d., s. 131.
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syntézu odlisnou od deduktivni syntézy jazyka matematiky, a kdyZ soucasné
tvrdime, Ze deduktivni syntézou jazyka matematiky je logické odvozovani,
nechceme tim naznacit, Ze schémata deduktivni syntézy jazyka poctii jsou
nelogicka. Kalkulativni pravidla jsou platna. Tvrdime o nich pouze to, Ze jsou
omezena.

Nasi tezi je, Ze deduktivni syntéza jazyka sylogistické logiky, ktera ma
podobu seznamu platnych sylogismu, ma bliZe k deduktivni syntéze jazyka
poctl nez k deduktivni syntéze jazyka matematiky. KdyZ charakterizuje-
me deduktivni syntézu jazyka Aristotelovy logiky jako aritmetickou, mame
na mysli dvé véci. Za prvé, Ze pomoci teorie sylogismu lze odvodit pouze
omezeny fragment mnoZziny logicky platnych soudi. A za druhé, Ze deduk-
tivni syntéza jazyka teorie sylogismu je aritmeticka také v tom smyslu, Ze
vztahy vyjadrené sylogismy lze ovérit vyctem moZnosti.

2.6 Shrnuti

Prechod od Aristotelovy k Fregeho logice jsme charakterizovali péti zména-
mi: 1. Zménou fenomendlni redukce: podle Aristotela 1ze kazdé tvrzeni redu-
kovat na spojeni subjektu a predikatu. Frege nahradil subjekt-predikdtovou
stavbu soudu stavbou sloZenou z funkci a argumentii. Subjekt je pouze jednim
z argumentt. 2. Zménou relacni syntézy: podle Aristotela ve vyroku kvanti-
fikujeme subjekt, aristotelska kvantifikace je proto monadicka. Podle Frege-
ho 1ze jakykoli prvek vyroku nahradit pismenem a svazat kvantifikatorem.
Frege nahradil monadickou kvantifikaci kvantifikaci polyadickou. 3. Zménou
ontologické redukce: Aristotelés chapal elementérni vyrok jako vztah dvou
pojmu. Frege elementdrni vyrok pochopil jako vztah pojmu a jména. Predi-
kace je tedy podle Fregeho ontologicky ukotvena v doméné prvki, k nimz
jména referuji. Tim se aristotelsky elementarni vyrok rozpadl na dva vyro-
ky spojené implikaci. 4. Zménou skladebni syntézy: Aristotelova logika ne-
zna sloZzené vyroky. Kromé kvantifikace (kterd je aspektem rela¢ni synté-
zy) vlastné jedinym atributem, ktery aristotelska logika rozlisuje, je déleni
vyrokll na pozitivni a negativni podle toho, zda ve vyroku subjektu predi-
kat prisuzujeme, nebo upirame. Frege nahradil Aristotelovo chapani nega-
ce jako vlastnosti spony chapanim negace jako logické spojky. Tim se k po-
lyadické kvantifikaci (bod 2) a implikaci (bod 3) ptidava negace (bod 4),
¢imz ziskavame tti prvky, pomoci kterych Frege vytvdri skladebni syntézu
Jjazyka logiky. Jejich kombinace umoziuji vyjadrit jakykoli pojem pouzivany
v matematice jeho doby. 5. Zménou deduktivni syntézy: Deduktivni syntézu
Aristotelovy logiky tvori teorie sylogismuil. ProtoZe Aristotelova logika méla
minimalni skladebni syntézu, rozliSoval Aristotelés fadu rtiznych platnych
sylogismil. Frege naproti tomu zavedl implikaci a negaci jako prvky skladeb-
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ni syntézy, pti¢emz skladani argumentti do deduktivnich retézct tvoricich
diikaz se déje pomoci jediného pravidla modus ponens. VSechna ostatni pra-
vidla usuzovani Frege vyjadtuje jako formule svého jazyka.

Popsali jsme pét zmén, které ukazuji, Ze Frege pri konstrukci své logi-
ky nezacal ab ovo, ale vychézel z Aristotelovy logiky. Tim miZeme Kolma-
nlv problém povazovat za vyreSeny. V ramci analyzy Fregeho reformy logiky
neni obtizné zjistit, z ¢eho vychazi: Aristotelska tradice predstavuje jeji pti-
rozené vychodisko. ObtiZnéjsi je uvédomit si, jak Frege s aristotelskou tradici
zachazi. Teprve kdyZ si uvédomime, Ze jde o zménu rela¢ni, skladebni a de-
duktivni syntézy jazyka, stane se povaha Fregeho reformy srozumitelnou.

3. Fregeho zavedeni skladebni syntézy do jazyka logiky

Aristotelské logika disponovala fenomenalni redukci i rela¢ni a deduktivni
syntézou. Z tohoto davodu lze pti vykladu téchto aspektli jazyka Fregeho
prinos povazZovat za modifikaci Aristotelovy koncepce. Ontologicka redukce
a skladebni syntéza se naproti tomu v Aristotelové logice nevyskytuji. Proto
je dilezité prozkoumat je podrobnéji. Ontologickd redukce neni technicky
tak sloZitd - spociva v zavedeni symbold pro jména a pro predikaty a nasled-
né pak i pravidel, jak se tyto symboly kombinuji. Zavedeni skladebni syntézy
je technicky slozitéjsi. Fregeho skladebni syntéza jazyka logiky je tvorena
kombinaci t¥i prvki - kvantifikace, implikace a negace.

Aristotelova sylogistika nemd skladebni syntézu, vSechny jeji soudy jsou
dvouslozkové. Frege tim, Ze v predikaci odhalil skrytou implikaci, oddélil
negaci od spony a postavil ji pred propozici, zavedl do logiky skladebni syn-
tézu. Zakladni operace Fregeho skladebni syntézy - kvantifikace, implika-
ce a negace - byly ukryty uvnitt Aristotelova elementarniho soudu. Oproti
Aristotelovi tak Frege jde ve své analyze o Groven hloubéji - a na této hlubsi
Urovni se vyrokovy pocet vyjevuje jako nastroj skladebni syntézy. Tato sku-
tecnost byva casto zkreslovana, nebot ve vyuce logiky se za¢ina vyrokovym
poctem a predikatovy pocet je prezentovan jako zjemnéni analyzy, kdy se
vyrok dale rozklada na predikat a jeho argumenty. Uroveri vyrokového po-
¢tu se tedy nachazi jakoby na povrchu a vztahy predikace jsou skryty uvnitf
vyrokd, s nimiz operuje vyrokovy pocet. Frege vSak v aristotelské predikaci
nasel jak implikaci, tak negaci. Stoicka vyrokova logika stoji tedy ,nad“ Aris-
totelem (tak, jak je prezentovana ve vyuce logiky), ale Fregeho vyrokovy kal-
kul se nachazi ,pod” Aristotelem (je o jednu troven hlubsi vrstvou analyzy).
Shodou okolnosti to, co stoji nad Aristotelem, je totéz, co se nachazi pod nim.
To vede k mylnému zavéru, Ze Frege spojil stoickou logiku s logikou aristo-
telskou. To ale neni pravda. Frege objevil novou vrstvu logickych vztahii pod
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Aristotelovou logikou, ktera byla totozna se stoickou logikou pouze shodou
okolnosti.

KdyZ Frege zménil kvantifikaci, provedl vlastné t¥i rizné tkony. Za prvé
,0svobodil“ kvantifikaci od jejiho spojeni se subjektem, v ném?Z existova-
la v rudimentarni podobé jako monadicka kvantifikace. Poté ji ,rozsiril”
na ostatni ¢leny véty, ¢imZ zménil aristotelskou monadickou kvantifikaci
subjektu na polyadickou kvantifikaci argumentt. Nakonec kvantifikaci ,,za-
budoval“ do skladebni syntézy jazyka tim, Ze urcil, Ze oborem kvantifikace
je podformule. (Aristotelova logika neméla skladebni syntézu, takZe neznala
ani podformule.)

Podobné kdyZ Frege zménil negaci, ,osvobodil” ji od spojeni se sponou
(u Aristotela mohla byt v kazdé propozici nejvyse jedna negace, a propozice
se tak délily na pozitivni a negativni). Nasledné negaci ,rozsiril“ na celou for-
muli, v disledku ¢ehoZz miize mit formule vice negaci (analogicky ke kvanti-
fikaci bychom mohli fici, Ze Frege zménil aristotelskou monadickou negaci
na polyadickou). Nakonec negaci ,zaclenil“ do skladebni syntézy jazyka tim,
Ze urcil, Ze oborem negace je podformule.

A nakonec: kdyZ Frege zménil implikaci, ,,vysvobodil* ji z jeji skrytosti. Pro
Aristotela byla implikace skryta v predikaci chapané jako spojeni dvou poj-
miu. Nasledné Frege implikaci ,rozsiFil“, kdyz zavedl implikaci mezi celymi
propozicemi (analogicky ke kvantifikaci bychom tedy mohli ¥ici, Ze Frege
zménil aristotelskou monadickou implikaci, ktera byla implicitné obsazena
v predikaci, na polyadickou v tom smyslu, Ze jedna propozice mtiZe obsaho-
vat vice implikaci). Nakonec implikaci ,zaclenil” do skladebni syntézy jazyka
tim, Ze ur¢il, Ze implikace je vztah mezi dvéma podformulemi.

Tato rekonstrukce je pozoruhodna mimo jiné proto, Ze ukazuje, Ze vSech-
ny slozky tvorici skladebni syntézu jazyka Fregeho logiky byly pritomny jiz
v Aristotelové logice. Implikace byla sice skryt3, ale kazdy, kdo ¢te sylogismus
BARBARA, citi, Ze jde o fetézeni dvou implikaci, i kdyZ to tak na prvni pohled
negace a implikace skute¢né ptritomny, ale pouze v omezené podobé, a z to-
hoto dtuvodu nevytvorily Zddnou skladebni syntézu. To bylo zpusobeno tim,
Ze kvantifikovan byl subjekt, negovana byla spona a implikace byla skryta
v predikaci. Frege tyto slozky osvobodil ze sevieni, které branilo vzajemnym
kombinacim a vytvatreni bohatstvi formuli matematické logiky.

4. Principy, kterymi se Frege fidil pri reformé logiky
Po vykladu Fregeho reformy logiky se mliZeme pokusit popsat principy, kte-

rymi se Frege na cesté k matematické logice ridil. Pét zmén nastinénych v od-
dile 2 do sebe totiZ pozoruhodnym zptisobem zapada.
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4.1 Upfednostrioval matematicky diskurz pfed béZznym jazykem

Snad nejvyraznéjsi rozdil mezi Aristotelovou a Fregeho logikou reprezentuje
oblast, jejimZ teoretickym rozborem oba autoti dospéli ke svym systémtm.
Zatimco Aristotelés vytvoril logiku jako nastroj pro analyzu béZzného uva-
Zovani (pokud lze to, co rozvijeli sofisté, timto zplisobem oznacit), Frege se
naproti tomu rozhodl pti hledani principli logické argumentace vychéazet
z analyzy argumentacni praxe matematiky. Zd4 se, Ze konfrontace logiky
s argumentacni praxi matematiky vedla Fregeho k poznéni, Ze subjekt-pre-
dikatova stavba soudu je pro potieby logiky nevhodnd. Proto prvni zdsadou,
kterou se pri reformé logiky Frege tidil, bylo uprednostnéni argumentacni
praxe matematického diskurzu pred béznym jazykem.

4.2 Reprezentoval stavbu pojmi a nejen vztahy mezi pojmy

Aristotelska logika chdpala pojmy jako cosi daného. Aristotelés zkoumal vztahy
mezi pojmy, ale neanalyzoval jejich stavbu. Pojmy si predstavoval jako soubory
rysu, jejichZ pridavanim a ubirdnim se l1ze mezi pojmy prirozené pohybovat.
Problém spoc¢ivd v tom, Ze z hlediska matematiky takto chdpanym pojmim
chybi dostate¢na expresivni sila. Naproti tomu Frege vytvarel svoji logiku jako
pojmové pismo, tedy jako nastroj umoznujici analyzovat stavbu pojmu. Pojem
pro Fregeho neni ¢imsi jednoduchym, danym jako soubor rysti. Frege se snaZi
pochopit, jak pojmy vystupuji v argumenta¢ni praxi matematiky.

Matematika ale nepredstavovala pouze inspiraci Fregeho projektu forma-
lizace logiky, nebyla jen modelem argumentaéni praxe, podle které Frege
svlj logicky systém budoval. Matematika byla soucasné i predmétem Fre-
geho reformy. Frege byl nespokojen se stavem aritmetiky, s jejimi principy
a definicemi. Z tohoto diivodu zformuloval logicismus jako program, ktery
vychazel z predpokladu, Ze aritmetika nema vlastni predmét zkoumani, pro-
toZe pojem ¢isla je zcela obecny - pocitat Ize prakticky vSechno. Podle Frege-
ho neexistuji ani specifické aritmetické postulaty, ani specifické aritmetické
mozné platnosti, jsou tedy koextenzivni s principy logiky. Aby mohl projekt
logicismu realizovat, musel Frege kromé upfesnéni principti a pojma logi-
ky ukazat, Ze je mozné zakladni pojmy aritmetiky, a predevsim pojem Cisla,
definovat pomoci logickych prostfedkt. Sviij systém formalni logiky proto
vybudoval jako nastroj slouzici k analyze stavby pojmu aritmetiky. Proto je
dulezité omezeni kvantifikace a negace na podformule, které mohou pted-
stavovat rizné komponenty pojmu. Druhym principem Fregeho reformy logi-
ky proto bylo reprezentovat stavbu pojmii, a nejen vztahy mezi nimi.
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4.3 Zvolil jazyk aritmetiky jako vzor pro pojmové pismo

Zpocatku nam pripadalo Fregeho rozhodnuti zvolit jazyk aritmetiky jako
vzor pro budovani ,formulového jazyka ¢istého myslen{“ absurdni. VZdyt to
byla geometrie, ktera se v Eukleidovych rukou stala vzorem exaktniho mys-
leni. Jazyku aritmetiky chybi skladebn{ syntéza, takze kdyZ bude Frege svou
logiku budovat po vzoru jazyka aritmetiky, dopadne jako Aristotelés — vy-
tvori logiku, jeZ bude prili$ slaba. Frege si nicméné jako vzor pro svoji logiku
zvolil jazyk aritmetiky - a je tfeba porozumét tomu, jak je to mozné. Odpo-
véd odloZime do kapitoly 4.4, ale jeji ¢ast spociva v tom, Ze Frege nechépal
aritmetiku v tizkém slova smyslu jako disciplinu, kterd se zabyva reSenim
uloh pomoci manipulace s €isly, a proto nestoji v protikladu k algebre a k di-
ferencidlnimu a integralnimu poctu. Aritmetiku chapal Siroce a algebru a di-
ferencidlni a integralni poc¢et do ni zahrnoval. MliZeme si pfipomenout citat
z Uvodu tohoto textu: Frege v podstaté ztotoZnil aritmetiku s celou symbo-
lickou matematikou.

I takto Siroce pojatad aritmetika nicméné stale stoji v protikladu ke geo-
metrii. Nasi otazku mtiZeme tedy upfesnit a ptat se, pro¢ se Frege pti budo-
vani logiky uchyluje k symbolické matematice, a nikoli ke geometrii. Jednou
z moznych odpovédi je, Ze formule symbolické matematiky, na rozdil od geo-
metrickych obrazki, mame sklon povaZovat za soucést jazyka. Caste¢né je
to dano tim, Ze se algebraické formule zrodily formalizaci verbalnich zapist,
a proto dokazeme formule Cist (jsou sekvencni, podobné jako bézny jazyk).
Geometricky obrazek stejnym zptsobem ptecist neumime. Volbou symbo-
lického jazyka jako vzoru se proto soucasti pojmového pisma stavaji nejen
pravidla logického usuzovdni (ktera jsou pro takto Siroce pojatou aritmetiku
a pro geometrii identicka a kterd bychom mohli odvodit z geometrie stej-
né jako z aritmetiky), ale také pravidla konstrukce symbolickych reprezenta-
ci (ktera z geometrie prevzit nelze, nebot pravidla konstrukce geometric-
kych reprezentaci, dana Eukleidovymi postulaty, nelze jednoduse zabudovat
do jazyka). Frege tak prebira z aritmetiky nejen pravidla logické argumenta-
ce, ale i pravidla symbolické konstrukce.

Prestoze se Frege tidil vzorem aritmetiky, to, co vytvotil, neni jazyk sym-
bolicky, nybrz geometricky. Fregeho formule maji podobu obrazka ¢i dia-
gramil. Na prvni pohled by se tedy mohlo zdat, Ze byl Fregeho projekt ne-
uspésny. Prestoze chtél postupovat podle vzoru jazyka aritmetiky, vysledek
se podoba spise geometrii. Pro¢ Frege tvrdi, Ze napodobuje aritmetiku, kdyz
kresli obrazky? V jakém smyslu je to, co vytvoril, formulovym jazykem ¢is-
tého mysleni vytvorenym podle vzoru jazyka aritmetiky? Co vlastné Frege
z aritmetiky ptevzal? Podle veho ptevzal metaforu logické argumentace jako
vypoctu, a mozna pravé ta predstavuje zakladni obraz, podle kterého je poj-
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mové pismo vytvofeno. Tretim principem, podle néhoz se Frege pti budovani
logiky tidil, tedy bylo modelovat logickou argumentaci podle vzoru vypoctu
Jjako posloupnost symbolickych tiprav podrizenych explicitnim pravidltiim.

4.4 Z aritmetiky pfevzal zpsob zaznamenani symbolickych tprav

Dalsi aspekt, ve kterém Fregeho logika napodobuje aritmetiku (jak Frege
explicitné uvadi), spociva ve zplisobu pouzivani pismen. Jedné se o napodo-
bovani jazyka algebry, nikoli jazyka aritmetiky, nebot jazyk aritmetiky Zad-
né pismena neobsahoval. Je sice pravda, Ze pismena zavedl Diofantos v knize
Aritmetika, ale tato kniha se povaZuje za jeden ze zdroji algebry. Frege repre-
zentuje logické vztahy pomoci geometrickych diagramt, které maji podobu
grafu - kone¢ného binarniho stromu, ktery mé nékolik vrcholl spojenych
hranami tfi druhii. Frege je nazyva obsahova ¢ara (Inhaltsstrich), podmin-
kova ¢ara (Bedingungsstrich) a popiraci ¢ara (Verneinungsstrich). Tyto for-
mule sice na prvni pohled symbolicky jazyk aritmetiky nepfipominaji, ale
presto jsou vytvoreny podle jejtho vzoru (nebo presnéji, podle vzoru jazyka
algebry). Vzorem vSak nejsou algebraické vzorce, ale zptisob zdznamu algeb-
raickych tprav.

KdyZ v algebre upravujeme urcity vyraz nebo redime rovnici, jednotlivé
kroky piSeme pod sebe. A stejnou podobu ma i prava strana Fregeho diagra-
mu. Pfi algebraickych tpravach zlistavaji uzita pravidla zpravidla implicit-
ni. Upravy se ¢asto zjednodusuiji tak, Ze se nékolik krok slou¢i do jednoho,
nebot cely proces je ¢asto zdlouhavy a nudny. Cilem Fregeho kalkulu je tuto
otravnou nudu ucinit explicitni. Frege navic plné zexplicitiiuje davody, které
nés opraviuji jednotlivé kroky algebraickych tiprav ucinit. Jednotlivé fadky
vypoctu tak predstavuji vrcholy grafu a struktura grafu ukazuje vsechny
predpoklady a pravidla, ktera dany ,vypocet” opraviiuji. Samoztejmé, zadny
skute¢ny vypocet nema Fregem pozadovanou ,logickou formu*, nebot pted-
poklady jsou zamléeny, pravidla jsou implicitni a uvadeéji se ve zjednodusené
podobé a na preskacku. To je vSak chyba matematiku, nikoli Fregeho. Frege-
ho kalkul je genidlni. Je to ,formulovy jazyk ¢istého mysleni vytvoreny podle
vzoru praxe algebraického odvozovani“ (,eine der Praxis der algebraischen
Ableitungen nachgebildete Formelsprache des reinene Denkens").

Binarni strom je struktura implicitné skrytd v posloupnosti algebraic-
kych uprav, kterou Frege ¢ini explicitni.? Jazyk algebry je silnéjsi nez jazyk
eukleidovské geometrie, a proto vSechny namitky proti takto pojatému poj-
movému pismu z Gvodu této eseje pozbyvaji platnost. Budovat pojmové pis-
mo podle vzoru algebry je opravnéné, nebot jazyk algebry ma vétsi logickou,

26 Ten strom je bindrni, nebot algebraické operace, jako s¢itani ¢i od¢itani, jsou bindrni.
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expresivni, explanatorni a integrativni silu nez jazyk aritmetiky.?’ Za ctvrty
princip Fregeho reformy logiky 1ze proto povazZovat zésadu, na jejimz zadkladé
je treba prevzit z algebry zpiisob zaznamendni algebraickych tiprav.

4.5 Subjekt-predikatovou analyzu soudu nahradil argumentové-funkcionalni
analyzou

Frege zvolil jazyk aritmetiky jako vzor pro logiku jesté z dalsiho divodu:
z hlediska chdpéni univerza objektd. Pravé proto, Ze vychodiskem byl jazyk
aritmetiky, vyhnul se komplikacim, které prinasi skladebni syntéza jazyka
geometrie. Nebylo nutné uvadét podminky, za kterych 1ze ucinit urcity krok
konstrukce. Staci pridavat jednotky a postupné ziskdme vSechna ¢isla. Ne-
bylo nutné zavadét vicesortovy jazyk, jako to ¢inil Eukleidés, ktery rozezna-
val tfi druhy objektli - body, tse¢ky a kruZnice. V aritmetice existuje jediny
druh objektt - ¢isla. Frege v3ak neptiSel o vyhody, které geometrii dodava
skladebni syntéza jejiho jazyka. Frege komplexnost, jiZ se vzdal volbou ¢isel
jako univerza objektti, opétovné vnesl do logiky tim, Ze nahradil subjekt-pre-
dikéatovou stavbu soudu stavbou argumentové-funkcionalni.

Eukleidovské skladebni syntéza, ktera funguje na trovni objekti a je zalo-
Zena na konstrukci pomoci kruZitka a pravitka, totiZ neni jedinym druhem
skladebni syntézy v matematice. Vice nez tisic let po Eukleidovi se zrodila
symbolicka algebra a po ni analyticka geometrie, ve které existuje jediny
druh objektd - body. Pfimka je zavedena jako geometrické misto boda za-
dané pomoci linearni formy a kruznice je zavedena jako geometrické misto
bodii zadané pomoci kvadratické formy.?® Ptitom jazyk analytické geomet-
rie dokdZe modelovat vSechny prvky skladebni syntézy eukleidovské geome-
trie. Dvé primky jsou rovnobézné, pokud vektory vytvorené z koeficientd
prisludnych linedrnich forem jsou zavislé. Bod lezi uvnitt kruhu tehdy, kdyz
jeho souradnice, po dosazeni do prislusné kvadratické formy, daji zdpornou
hodnotu.

Takto lze preloZit vSechny druhy vzdjemné polohy geometrickych objektt
do jazyka analytické geometrie, takZe tento jazyk disponuje skladebni synté-
zou, ktera prevySuje moznosti eukleidovské geometrie. Linearni a kvadratic-
ké formy, jimiZ analyticka geometrie modeluje objekty syntetické geometrie,
jsou vlastné linedrni a kvadratické funkce. Frege tim, Ze propozice definoval
jako vyrazy sloZené z funkce a argumentd, fakticky do jazyka logiky integro-

27 Mozna by bylo vhodné poZiddat vydavatele Fregeho dila, aby opravili podtitul spisu Begriffs-
schrift na ,,Eine der algebraischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens*. Vice by to
odpovidalo skutecnosti a bylo by to méné matouci.

28 Primka je v analytické geometrii dana rovnici ax + by + ¢ = 0. Vyraz ax + by + ¢ sa nazyva linedrnf
forma.
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val (nebo propasoval) skladebni syntézu jazyka matematiky v jeji plné sile.
Skladebni syntézu nicméné nevytvari na Grovni objekti a sloZity geometric-
ky utvar neuchopuje prostrednictvim jeho konstrukce, ale skladebni synté-
zu zavadi na urovni vyrokovych forem a sloZity geometricky objekt uchopuje
pomoci sloZité formy.

KdyZ Frege modeloval univerzum objektli své logiky podle vzoru aritme-
tiky, nic tim neztratil. Matematicky druh skladebni syntézy vnesl do jazyka
logiky na urovni vét jejich rozkladem na funkci a argumenty. Kdyz si uvédo-
mime, Ze pojem funkce je zdkladnim pojmem jazyka matematické analyzy,
coZ je jazyk s vyssilogickou, expresivni, explanatorni a integrativni silou nez
jazyk algebry, vidime, Ze diky rozkladu propozic na funkce a argumenty maji
propozice Fregeho logiky skladebni syntézu, kterd umoziuje definovat ma-
tematické pojmy a analyzovat matematické argumenty. Aristotelés byl v po-
dobné situaci jako Frege. Také jeho logika modeluje univerzum objektt jako
univerzum s trivialni skladebni syntézou.? Ale na rozdil od Fregeho Aristo-
telés nevnesl do své logiky dodate¢nou skladebni syntézu na tirovni propo-
zic. Jazyk Aristotelovy logiky zlistal omezen na trividlni skladebni syntézu,
a proto je Aristotelova logika aritmetickd, a nikoli matematicka. Skladebni
syntéza jejiho jazyka je skladebni syntézou poctl. Naproti tomu skladebni
syntéza jazyka Fregeho logiky je matematickd, nebot obsahuje pojmy funk-
ce a argument. Za pdty princip Fregeho reformy logiky lze proto povaZovat
princip, Ze univerzum objektit md byt jednosortové a prosté skladebni syntézy,
pri¢emz skladebni syntézu je treba zavést na tirovni propozic nhahrazenim sub-
Jjektpredikdtové analyzy soudu analyzou argumentové-funkciondlni.*°

4.6 Ostre oddélil logické od psychologického

V Guvodu Zdkladii aritmetiky Frege formuluje princip, podle néhoz ,je tfeba
ostre oddé€lovat psychologické od logického, subjektivni od objektivniho®3!

29 Samoziejmé, priléhavéjsi by bylo fici, Ze Frege je na tom podobné jako Aristotelés. Tak &i onak,
zde definujeme dal3i aspekt, ve kterém Frege navazuje na Aristotela. Za intendované univer-
zum pro svoji logiku voli, podobné jako Aristotelés, univerzum aritmetického typu, tedy uni-
verzum bez vlastni skladebni syntézy.

30 Voddilech 4.3, 4.4 a 4.5 jsme zjistili, Ze Frege povazoval formulovy jazyk ,,aritmetiky za vzor
pri konstrukci pojmového pisma ve tfech rozdilnych smyslech. Jednak jako vzor pro chapani
argumentace jako symbolické manipulace (podle vzoru aritmetiky), déle jako vzor pro spojo-
vanf argumentd do celku (tj. jako deduktivni syntézu modelovanou podle algebraickych tiprav)
a kone¢né jako vzor pro univerzum objektd (tj. jako vzor skladebni syntézy, kterou do jedno-
sortového univerza vnesl z matematické analyzy).

31 Frege, G., Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische Untersuchung (ber den
Begriff der Zahl, c.d. Cesky preklad Jitiho Fialy in: Frege, G., Logickd zkoumdni. Zdklady aritmeti-
ky, c.d., s. 152.
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Aristotelés chépal logiku jako analyzu lidského mysleni. Logika byla zamé-
fend na to, jak lidé mysli, nebo jak by myslet méli. Logika se tykala aktii usu-
zovani redlného ¢i idedlniho subjektu. Podle Fregeho je ale logika objektivni
védou, kterd se zabyva vztahy vyplyvani mezi propozicemi. Zda propozice
A plyne z propozice B, je objektivni vztah, ktery nezavisi na tom, zda nékdo
nékdy propozici A z propozice B redlné odvodil, nebo nikoli. Vyplyvéa-li propo-
zice A objektivné z propozice B, miZe to byt divodem, abychom uznali, Ze po-
kud nékdo propozici A odvodil z propozice B, usuzoval spravné. Ale platnost
vztahu mezi propozicemi A a B nezévisi na uskute¢néni prislusného psycho-
logického aktu. Sestym principem Fregeho reformy je princip, podle kterého
jsou predmétem logiky vztahy mezi propozicemi, které jsou objektivni a nezdvisi
na psychickych aktech konkrétnich ¢i idedlnich psychologickych subjektii.

4.7 Vyznam slova urcoval v kontextu véty, a nikoli oddélené

V Zdkladech aritmetiky Frege zformuloval princip kontextuality: ,Na vyznam
slov je tfeba se ptat v souvislosti véty, a nikoli v jejich izolaci®3 Jako ilustraci
tohoto principu lze vzit vztah 2* = 16. Tento vztah mliZeme analyzovat tak,
Ze 2 je objekt a x* = 16 je predikat (¥ikajici, Ze 2 je ¢tvrta odmocnina ze Sest-
nécti), nebo tak, Ze 4 je objekt a 2¥ = 16 je predikéat (¥ikajici, Ze 4 je dvojkovym
logaritmem ze Sestnacti). V prvnim pripadé je 2 predmét a 4 je soucasti poj-
mu (indikatorem toho, o kterou odmocninu se jednd). Ve druhém pripadé je
4 predmeét a 2 je soucésti pojmu (indikatorem zakladu, vii¢i némuz je logarit-
mus pocitan). Zda ve vztahu 24 = 16 dvojka oznacuje predmeét, nebo je soucas-
ti pojmu, je dano zpisobem analyzy.>

Princip kontextuality mé nékolik aspektli. Na jednu stranu jej 1ze pova-
Zovat za povyseni triku na princip. ProtoZe Frege vnesl skladebni syntézu
do logiky aZ na Grovni propozic (a nebudoval ji od termt a predikatti), mohl
objekty a predikaty identifikovat teprve na této Grovni. Bez ni mélo jeho uni-
verzum velmi omezenou skladebni syntézu. P¥i konstrukci objektti Fregeho
jazyk Zadnou skladbu neznd a teprve na trovni propozic ziskava jazyk logiky
dinym moZnym vykladem principu kontextuality. Fregeho logika je realizaci
Leibnizova snu o univerzalnim jazyce. Leibniz charakterizoval univerzalni
jazyk zcela abstraktné jako néastroj pro manipulaci se symboly, ale nedokézal
o ném ¥ici nic konkrétniho (na rozdil od Emila Posta, Andreje Markova, Alon-
za Churcha, Kurta Godela, ¢i Alana Turinga, coZ jsou tvirci teorie algoritmi).

32 Frege, G., Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch mathematische Untersuchung (iber den
Begriff der Zahl, c.d. s. 152.
33 Macbeth, D., Frege’s Logic. Cambridge, MA, Harvard University Press 2005, s. 188, pozn. ¢. 3.
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Frege objevil polohu mezi zcela obecnou univerzalni charakteristikou
tematika do té doby vytvoftila. Pravé k fixovani této mezipolohy slouZi prin-
cip kontextuality. Jazyk leZici na $kéle obecnosti mezi jazykem matematické
analyzy a jazykem teorie algoritmu Frege popsal pomoci operaci, které za-
chovévaji pravdivostni hodnotu propozic.3* Proto jsou prvnimi prvky nového
jazyka propozice a pravidla zachovavajici jejich pravdivost.

Je tedy mozZné, Ze princip kontextuality, podle néhoz je vyznam slova nut-
né odvozovat na zdkladé analyzy celé véty, nema vécné opodstatnéni, nybrz
predstavuje dlsledek Fregeho triku, kdy za univerzum objekti povaZoval
jednosortové univerzum bez skladebni syntézy a skladebni syntézu zavedl
do jazyka logiky aZ na Girovni propozic. Tim ziskal néstroj analyzy aZ na této
urovni. Proto je mozZné, Ze prvni véta Wittgensteinova Traktdtu je jen ozvé-
nou tohoto Fregeho triku a nema Zadnou filosofickou hloubku. Pouze pro-
to, Ze se Frege rozhodl skladebni syntézu jazyka zavést aZ na Grovni vét,
jsou fakta primarni a predméty odvozené. To ale nema Zadné ukotveni ani
ve struktufe svéta, ani v povaze mysleni, ani v charakteru jazyka. Je to disle-
dek triku, genidlniho, efektivniho, ale prece jen kontingentniho triku, jenz
umoziiuje budovat logiku timto zptisobem.

Jinou mozZnostije, Ze pomoci principu kontextuality Frege vymezil Grovern
mezi Leibnizovou univerzalni charakteristikou a diferencidlnim a integral-
nim poctem. V takovém piipadé by to nebyl genialni trik, ale tispésna heu-
ristika. Ale po vybudovani predikatového poctu je mozné ji opustit - takze
plati, Ze princip kontextuality nema vécné opodstatnéni a neni nutné z néj
vyvozovat zadné zavéry. Kazdopadné za sedmy princip Fregeho reformy lze
povazovat princip kontextuality, podle néhoz je tfeba vyznam slov urcovat
v kontextu véty, nikoli oddélené.

5.Zavér

Porovnanim jazyka Aristotelovy logiky s Fregeho logikou se podarilo identi-
fikovat posloupnost péti zmén vedoucich od zmény fenomenéalni redukce az
po zménu deduktivni syntézy. Predlozili jsme také devét krokd, které popi-
suji, jak Frege osamostatnil kvantifikaci, implikaci a negaci (ty byly v Aristo-
telové logice pritomny pouze v rudimentarni podobé) a s jejich pomoci zave-
dl skladebni syntézu. Nasli jsme tak feSeni Kolmanova problému, které navic
umoZiiuje porozumét tomu, pro¢ Frege jako zakladni logické spojky voli

34 Fregeho logiku Ize tak uvést do souvislosti s Kleinovym Erlangenskym programem z roku 1872.
Klein popsal riizné geometrie pomoci transformaci, vii¢i nimz jsou invariantni. Takze zde je
jistd nepopiratelnd pribuznost.
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préavé implikaci a negaci. Kromé toho jsme ziskali zdchytné momenty, které
muiZeme pouZit pti vypracovani projektu formalni epistemologie. Jednak se
miiZeme v epistemologii pokusit napodobit nékteré z péti zmén, které Frege
ucinil v logice. MZeme se ale také pokusit do epistemologie prenést nékteré
z deviti krokdi, pomoci kterych vytvotil jeji skladebni syntézu. Vétime, Ze tak
ziskame zaklad, o ktery se bude moZné v reformé epistemologie opfit.



