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Elias Fuentes Guillén: Matematické dilo Bernarda

Bolzana ve svétle jeho rukopist
Prelozili Alena Solcova, Jakub Solc a Katefina Trlifajova.
Praha, Filosofia 2023. 173 s.

Byt byl Bernard Bolzano od mladi zaujat matematikou a jejimi filosofickymi za-
klady, jeho profesni cesty se ubiraly jinym smérem, takZe se matematice vénoval
vétsinu Casu jen okrajové. Béhem svého Zivota publikoval nékolik matematickych
praci, v zavéru zivota pak rozpracoval rozsahle koncipované dilo vénujici se raz-
nym obordm matematiky, které vSak bohuzel nebylo dokonceno; ne zcela dohoto-
veno zUstalo i dalsi vyznamné dilo, Paradoxy nekonecna, které vyslo az posmrtné.
Prestoze je Bolzanliv matematicky odkaz v mnoha ohledech pozoruhodny, byla
(aje) jeho zajimavost odkryvana jen pozvolna a postupné.

Recenzovand kniha vznikla spojenim tfi ¢lankd vénovanych Bolzanovu matema-
tickému dilu, které autor publikoval pdivodné anglicky ve trech rliznych zahranic-
nich ¢asopisech. O preklad do ¢edtiny se postarali Alena Solcové, Jakub Solc a Ka-
tefina Trlifajova (vSichni tfi mimochodem matematici a zajemci o Bolzanovo dilo).
Autor se ve své praci zaméruje predevsim na Bolzanovo zdpoleni s pojmem neko-
necné malého a na otazku moznosti definovani redlnych &isel.

V prvni asti se autor vénuje historii publikovani Bolzanovy prace Beytrdge zu
kladu matematiky) a oznameni o jejim vydani, na jehoz sepséani se Bolzano patrné
vyznamné podilel. Z tohoto ozndmeni (které je v apendixu kapitoly uvedeno v pl-
ném znéni) vyplyva, Ze Bolzano si na Beytrdge cenil pfedevsim svého rozboru logic-
kych pojmt a zakon(, pomoci kterych museji byt zaklady matematiky vystavény.
Potreba dikladného logického apardatu vedla posléze Bolzana, jak znamo, k sepsa-
nijehorozsahlého dila o logice, Wissenschaftslehre (Védoslovi). Zaroverijeho diiraz
na logiku jiz v jeho rané publikaci vyjevuje postoj, ktery Bolzano k matematickym
zkoumanim mél: pristupoval k nim s poZzadavkem pevného logického ukotveni ma-
tematiky jako deduktivné vystavéné védy (vcetné aristotelského pozadavku do-
kazovat véty jen prostredky prislusného matematického oboru, nikoli pomoci vét
a prostiedkd jinych obord, tedy nikoli ,,per aliena et remota*).

Ve druhé castise autor soustredina BolzanGv rany pristup k vyporadani se s uzi-
vanim nekoneéné malych (a nekoneéné velkych) veli¢in, které bylo béZnou mate-
matickou praxi od zavedeni infinitesimdlniho po¢tu G. W. Leibnizem a nezavisle
na ném |. Newtonem. Nekonecné& malé veli¢iny byly uZite¢né v praxi diferencialni-
ho aintegrdlniho poctu, nicméné trpély urcitou nevyjasnénosti a postradaly pres-
nou definici: misty se s nimi pracovalo jako s nulou, misty nikoli, takZe kritikové
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infinitesimalnfho poc¢tu upozorfiovali na nekonzistenci jejich uzivani.* Rovnéz Bol-
zanovi se pojem nekonec¢né malého mnozstvi vymezeny jako mnozstvi mensi nez
kazdé myslitelné (gedenkbare) mnozstvi zdd protimluvny a pokousi se zpracovat
danou problematiku jinym zpdsobem. Autor podrobuje Bolzandv pfistup a jeho
vyvoj peclivému rozboru, pricemz se opird i o Bolzanovy matematické zapisky
(které byly vydany aZ dlouho po Bolzanové smrti jako Miscellanea Mathematica):
ukazuje, Ze Bolzano, véren jiz zminéné zdsadé, Ze nelze pojem vymezovat pomoci
jinych obord, nevidi jako slibnou cestu uchopeni nekone¢né malého pomoci pro-
ménnosti v ¢ase (v jeho dobé bylo mozné se setkat s definici nekone¢né malych
velic¢in jako mizicich, ,,tékavych* veli¢in, branych v dvahu ,,pfesné v tom okamzi-
ku, kdy pravé zmizely*, s. 62°). V rdmci své definice spojitosti funkce v praci Rein
analytischer Beweis® (Ryze analyticky dlkaz) proto Bolzano navrhuje pouzivat pro-
ménné veli¢iny w, vymezené jako urcitd mnozstvi, ktera se mohou stat jesté men-
simi nez kazdé dané mnozstvi, coz ho privadi k formulaci napadné pripominajici
znamou a dnes pouzivanou &-8 definici spojitosti. Autor ovSem upozorriuje, Ze se
podle jeho ndzoru Bolzanova definice, navzdory tradi¢nim interpretacim, odlisu-
je ve zplsobu, jak pojima onu w: Bolzano se sice podle autora ¢astecné odklani
od ,,kinetického* pojeti w jako néceho pribézné proménlivého a na ¢ase zavislé-
ho, na druhé strané ale jesté pIné neprijima pozdé&jsi statické pojeti kontinua cha-
paného jako ,,,statické byti‘ redlnych ¢isel (nebo bodu), stvorenych predem nebo
pojatych platénsky“ (s. 54). Nedochazi tedy jesté v plném rozsahu k ,,posunu od li-
mit nekonecnych posloupnosti k myslence hrani¢niho bodu mnoZiny“ (s. 81). Podle
autoraje tudiz,,v Bolzanové pojetiveliciny urcité vnitini pnuti, které je (...) cizi sou-
¢asnému pojmu cisla“ (s. 50).

V posledni, tfeti ¢asti se autor zabyvd Bolzanovou teorii ,,méfitelnych cisel*,
kterd byva nékterymi badateli povaZzovana za rany pokus o teorii redinych disel.
Zdrojem je Bolzanovo rozpracované dilo Reine Zahlenlehre, autor se vSak zabyva
i dalSimi Bolzanovymi texty a poznamkami predchdzejicimi vznik Reine Zahlenle-
hre. Bolzano pvodné nepracoval s myslenkou iracionalniho &isla (,,mnozstvi véci
téhoz druhu“), nybrz iraciondlni veli¢iny (tj. toho, ,,co je schopno byti zvétSovano
nebo zmen$ovano, s. 9o), jez je ,,veli¢inou, ,ktera je uréena pomoci &isel, ale vy-
Zaduje operaci, kterou nelze nikdy dokonit’, coz umozriuje pribliZit se ke zminéné
veli¢iné ,tak presné, jak si prejeme‘“ (s. 92-93).

4 Pripadni zdjemci o toto téma mohou velmi precizni rozbor problematiky a historie nekonecné
malych velic¢in nalézt v: Jelinkova, V., Nekonecné mald veli¢ina v zékladech matematické analy-
zy v 17. a 18. stoleti. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, 13, 1968, ¢. 3, s. 151-161. Dostupné
na: http://dml.cz/dmlcz/137623; [cit. 5. 1. 2024].

5 VSechna ¢isla stranek uvddéna v textu odkazuji na recenzovanou knihu.

6 Jednad se o b&zné pouzivané zkracenfi celého nazvu préce, ktery zni: Rein analytischer Beweis des
Lehrsatzes, dafs zwischen je zwey Werthen, die ein entgegensetztes Resultat gewdhren, wenig-
stens eine reelle Wurzel der Gleichung liege (Ryze analyticky diikaz poucky, Ze mezi dvéma hodno-
tami, jez poskytuji opacné oznacené vysledky, lezi nejméné jeden rediny koren rovnice).
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Autor ddle podrobné sleduje Bolzanovo Usili o precizni definici ¢isel. Bolzano
pripousti moznost, ze bychom namisto s cisly pracovali s ¢iselnymi vyrazy, a to
iv pripadech, kdy prislusnym vyrazdim zadna ¢isla ve skutecnosti neodpovidaji (coz
se v Bolzanové koncepci tyka napr. nejen vyrazu V—=1,aleioc¢i zapisu zlomku).
Bolzano pripousti,,rozsifeni pojmu &isla® (s. 109) o pojem proménné ¢iselné pred-
stavy, ktera miZe nabyvat potencialné nekonecné mnoha hodnot: jeji hodnota se
tedy mlze stdle dal zvétSovat (zmen3sovat), pritom je ale vidy konecna (nenulova).
Ddle pracuje s tzv. nekonecnymi ¢iselnymi vyrazy, tj. napr. nekone¢nym souctem
rady. Takovyto celek sice podle Bolzana obsahuje neurcitelné mnozstvi ¢asti, ale
sam miZe byt teoreticky urcitelny, pokud existuje néjaké pravidlo (zékon) ¢i koned-
né mnozstvi pravidel, kterd urcuji jeho kazdou jednotlivou ¢3st. Tak jsou napriklad
pfirozena ¢isla uréena tim, Ze kazdé ma svého naslednika.

Jako ,,méfitelné vyrazy‘ pak Bolzano oznacuje takové, kdy Ize nekone¢ny &isel-
ny vyraz S pro libovolné q zapsat pomoci dvou rovnics = s +Pas= pTH -P'(kdePje
kladny ¢&i nulovy, P'kladny &iselny vyraz), tedy Ize ho pro libovolné q ,,ohrani¢it
pomoci zlomka S a ”T“ . Ciselny vyraz pak podle Bolzana oznacuje nekonecné vel-
ké &islo (napr. soucet nekonedné fady 1+ 2 + 3 +...) v tom pripadé, je-li neméritelny,
tj. nelze jej zapsat vyse uvedenym zplsobem pomoci dvou rovnic (podobné je ne-
méritelna o ¢i divergentni fady).

Autor poukazuje na nékteré nejasnosti a problémy Bolzanova pojeti (odkazuje
napr. na ¢ldnek Katefiny Trlifajové a Steva Russe Bolzano’s Measurable Numbers:
Are They Real?,” ktery upozorriuje na problém s Bolzanovou definici s¢itani méfitel-
nych ¢isel) a déle uvadirizné navrhy a pokusy o opravu Bolzanova pojeti, ¢aste¢né
se opirajicii o Bolzanovy vlastni poznamky. Autor upozorriuje nariziko takovéhoto
pristupu: snaha uvést Bolzanovy navrhy do souladu se souc¢asnou koncepci s se-
bou nese riziko nesprdvné interpretace; ovsem snaha o zachovdni vérnosti Bol-
zanovu navrhu zase prindsi riizné nejasnosti a nekonzistentnosti. Autor ma za to,
Ze je potreba hodnotit Bolzanovo dilo v kontextu dobového rozvoje matemati-
ky i v kontextu Bolzanova vlastniho myslenkového vyvoje a uvédomit si jejich po-
zvolnost:,,Kondici,paradigma védy o velic¢iné(...) bylo ve skute¢nosti zdlouhavym
procesem, ktery presdhl Bolzandv Zivot a trval po celé toto [19.] stoleti.” (s. 129).

Autor peclivé analyzuje nejen Bolzanovy publikované prace, rozpracované texty
i poznamky z jeho rukopist a sekundarni literaturu, ale také dobové matematické
zdroje. Za jeho vykladem je tedy ocividné obrovské mnoZstvi prace. Detailni auto-
rav rozbor ndm dévé nejen nahlédnout do dané matematické problematiky, ale také
umozriuje pochopit, Ze nékteré ¢asti Bolzanovych nejistot a zapoleni nebyly ani tak

7 Trlifajova, K. — Russ, S., Bolzano’s Measurable Numbers: Are They Real? In: Zack, M. - Landry,
E. (eds.), Research in History and Philosophy of Mathematics. The CSHPM 2015 Annual Meeting in
Washington D. C. Cham, Birkhduser 2016, s. 39-56.
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technického razu, ale dotykaly se spiSe samych zakladd a vychodisek matematiky,
které zdaleka nejsou tak samozrejmé. Autor napriklad zmiriuje ¢lanek Paola Man-
cosua,® ktery upozorriuje na skutecnost, Zze Bolzandv odlisny pristup k mohutnosti
nekonecnych mnozin, ktery se zasadné odliSoval od etablovaného Cantorova poje-
ti, nachdzinové oporuv alternativnich matematickych teoriich. Tyto teorie se snazi,
stejné jako Bolzano, formalné zachytit intuitivni presvédceni, Ze napriklad pocet
prirozenych cisel je vétsi nez pocet sudych cisel. Bolzanovo Ipéni na principu, Ze ce-
lek je vétsinez ¢ast (které autor rovnéz zmiriuje), nelze jen tak odbyt jako davno pre-
konané - opusténi tohoto principu predstavuje mnohem vice (zna¢né kontraintui-
tivni) vychozi postulat nez néjaky vydobytek védeckého vyvoje.? Jinde autor pise,
Ze,,Bolzano (...) ve svém Ryze analytickém dlkazu dokonce setrvéavd na nazoru, ze
[iraciondIni mnozstvi] nemohou byt ,kompletné uréena‘ ¢iselnym zapisem* (s. 77)
- to je ovSem ve skutec¢nosti pristup, ktery je jeSté o mnoho let pozdéji obhajovén
napriklad Wittgensteinem navzdory etablovanému cantorovskému pojeti.”

Autor spravné upozorriuje na to, Zze v matematice Bolzanovy doby probihala
podstatna zména paradigmatu, které se zacalo prikldnét ke statickému, platénské-
mu byti kontinua - prirozené ovsem vyvstava otazka, zda se ono tehdy postupné
prijimané paradigma, dnes v matematice etablované, opét nemtze zménit, mozna
takovym zplsobem, ktery by byl Bolzanovi blizsi. Byt se sdm autor sou¢asnymi al-
ternativnimi koncepcemi blize nezabyva, pouze je obcas zmini, jeho peclivy vyklad
umozriuje ¢tenari celou problematiku ddkladné promyslet: nejen sledovat vyvoj ur-
¢itych matematickych pojma ¢i koncepci, ale i pochopit a uvazit problémy a tskalf
rozli¢nych pojeti a uvédomit si, jaké riizné vychozi predpoklady s sebou nesou.

Prihodné je, Ze citaty z jinych jazyk{ (tedy predevsim z némciny) jsou v drtivé
vétsiné pripadd uvedeny v plvodnim znéni v poznamkach pod ¢arou - je to pod-
statné i proto, Ze jejich Cesky preklad je misty ponékud nejasny." Je oviem pocho-
pitelné, Ze takovyto dvojity preklad (to, co bylo z némdiny preloZeno do angli¢tiny,
je dale zangli¢tiny prekladdno do cestiny), najmé bolzanovského technického jazy-
ka, nenfi nic snadného — prekladatelé na sebe vzali nelehky tkol.

8 Mancosu, P., Measuring the Size of Infinite Collections of Natural Numbers: Was Cantor’s Theo-
ry of Infinite Number Inevitable? The Review of Symbolic Logic, 2, 2009, No. 4, s. 612-646.

9 Srov. Trlifajova, K., Bolzano’s Infinite Quantities. Foundation of Science, 23, 2018, No. 4, s. 681-
-704.

10 Srov. napf. Kolman, V., Continuum, Name and Paradox. Synthese, 175, 2010, No. 3, s. 351-367.
Dostupné na: https://doi.org/10.1007/s11229-009-9527-7; [cit. 6. 1. 2024].

11 Jen nékolik prikladi: preklad ,,pomysiné mnozstvi“ zvoleny pro ,,gedenkbare Grésse“ nepova-
Zuji za Uplné Stastny, z kontextu ,kleiner als jede gedenkbare Grésse“ se jedna spise o ,,mysli-
telné mnozstvi“ (napf. s. 58) - ve treti kapitole je to ostatné takto prekladano. Nas. 41 je malo
srozumitelna formulace ,,... tradi¢ni modus barbara (s predpokladem, Ze minoritni predchazi
majoritnimu: ... ) - zde pivodni znéni nenf uvedeno, z kontextu se ale ocividné jedna o ,,pre-
misu major“ a ,,premisu minor*, coz by bylo mozné také prelozit jako ,,vySsi premisu a ,,nizs{
premisu“, pripadné alespori ponechat ono ,,majoritnimu“ v Zenském rodu. Na s. 110 je ,,freylich
sich selbst widersprechend“ prelozeno jako ,,volné si protirecici.
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Na knize je trochu znat, Ze vznikla ,,slepenim* tFi ¢lankd dohromady: zvlasté
prvni ¢lanek (tj. prvni kapitola) neni v celku prili§ organicky zac¢lenén. Text knihy
navic trpi rozsifenym nesvarem védeckych casopisd, totiz v¢leriovanim odkaz
v zdvorkach primo do hlavniho textu — ano, vim, déla se to tak, ale k prehlednosti
a Citelnosti to rozhodné nepfispiva.

Je viak tfeba ocenit, Ze autor timto zplsobem zprostredkovava své erudované
bolzanovské studie i ceskému ¢tenari: obavam se, Ze osobnost Bernarda Bolzana
neni u nds stale nalezité doceriovdna. Lze snad doufat, Ze dostatek cesky psané
bolzanovské literatury zvysi zdjem o Bolzanai v ¢eském prostredi.
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